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Modeliranje turbulentne naravne konvekcije
v kapljevini z notranjo generacijo toplote

z metodo velikih vrtincev
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♦  naravna konvekcija
♦  turbulenca
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♦  metoda simulacije velikih vrtincev
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Povzetek

!
��	��
� �"
��
� �����	����	� �	��	� �	��	�	� �� �	������ 	
	���
���� �	� ����
�
� �
��

��	�
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Naravna konvekcija taline, kot posledica notranje generacije toplote, je najpomembnejši
mehanizem prenosa toplote v talini. Zaradi visokih temperatur in snovskih lastnosti taline, je
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simulacij pa je intenzivno turbulentno obnašanje kapljevine pri visokih Rayleighovih številih.
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modificirano metodo simulacije velikih vrtincev. Na osnovi fizikalnega modela je bil razvit
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konvekcije v dvodimenzionalni pravokotni kotanji pri Rayleighovih številih Ra = 106-1011 in
pri Prandtlovem številu Pr = 0.25.

Rezultati simulacij razkrivajo dinamiko toka in prenosa toplote v kapljevini.
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toka postane turbulenten zaradi Rayleigh-Taylorjevih nestabilnosti ob zgornji steni in Kelvin-
Helmholtzovih nestabilnosti ob vertikalnih stenah. Lokalno je prenos toplote najvišji v
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Modeling of turbulent natural convection
in a fluid with internal heat generation
with the large-eddy simulation method
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Abstract

The worst hypothetical accident scenario in the nuclear power station is the general
meltdown. In this case the reactor core melts and accumulates in the lower plenum of the
reactor vessel. Heat is further generated in a melt pool due to fission products decay. Because
of the high temperature melt, the integrity of the lower plenum could be threatened unless a
sufficient outside cooling exists. To determine needed intensity of the cooling e.g. heat
removal, the prediction of melt thermodynamic processes is the crucial task.

Natural convection as a consequence of the internal heat generation is the most
important heat transfer mechanism. Because of high temperatures and melt's material
properties, the experimental tracking of the phenomenon is practically impossible. On the
other hand, the common problem of all numerical simulations is an intense turbulent behavior
of the fluid at high Rayleigh numbers.

Presented work is focused on modeling of turbulent natural convection in a
volumetrically heated fluid, where turbulence is captured with the modified large-eddy
simulation method. The numerical computer program was developed and used for time
dependent simulations of natural convection in a two-dimensional rectangular cavity at the
Rayleigh numbers Ra = 106-1011 and the Prandtl number Pr = 0.25.

The simulation results disclose the dynamics and heat transfer in the fluid. It has been
established that the fluid flow is laminar for the Rayleigh numbers Ra < 108. The flow regime
becomes turbulent as a consequence of the Rayleigh-Taylor instabilities at the top wall and the
Kelvin-Helmholtz instabilities at the vertical walls. Locally the heat transfer is the highest in
the upper corners of the simulation domain, whereas the appearance of vertical cold intrusions
(thermals) reduces the heat transfer through the upper boundary. Based on the calculated
Nusselt number time distributions, the time of the appearance for the first and the second
bifurcation point was determined. The time-spatial averaged values of Nusselt number show,
that the Rayleigh-Nusselt number dependence is not monotonically linear in the log10-log10

diagram. Moreover, it reflects the flow regime changes. The average heat transfer is the
highest on the top wall of the simulation domain. It was estimated that due to natural
convection the 48 percents of the thermal energy load the lower plenum walls, whereas the
rest returns back to the reactor vessel.
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Seznam spremenljivk in oznak
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	�
M ���
�
�����	������	%
���
���

n ������
����	����	%�
���	&���
������
���	�
n+ ������
����	����	%�
cije
n++ ������
����	����	%�
���	
n+1 ������
����	����	%�
���	
res ���
�	���	
����	������
�	��	����
����
���
s          konstanta Smagorinskega
S �	�	��
����
���
������	%
���
���

t �	
����
����	

����"�
	��	
tDf �
	�����"�
	���	��������	
T simulacijski �
�
U ���
�
�����	������	%
���
���

vD Van Driestova konstanta
V ������
����
���
������	%
���
���
&����
�
������	%
���
���

x      horizontalna os
y ��������

�
����������
��	��	����������&��	����

�
����������
��	��	����������
z vertikalna os
Z zahodna����
���
������	%
���
���


Simboli
∂i parcialni odvod po i-ti koordinatni osi

∂t parcialni odvod po spremenljivki t
 ` ������
��	���������	�	�	��	
����	
� � �����	�	�
��	
����

 � ��
�	���������	�	�
��	
����
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1. Uvod

Jedrska varnost je interdisciplinarna panoga, ki zahteva široko poznavanje stanj
kompleksnih tehnoloških sistemov tako med normalnim kot med nezgodnim obratovanjem. V
primeru jedrske elektrarne je eden od potrebnih kriterijev sprejemljivosti zagotovitev varne
ustavitve v primeru projektne nezgode. Najhujša oblika projektne nezgode je dvojni zlom
�������� ��	
� ��

������� ����������� ��
���
�
� ������
��
	���
� ��� ��
���
� 	� �����	��� �����
Zveznih predpisov (CFR),  ki jih uporablja Jedrska upravna komisija ZDA (US NRC) [1] in
se uporabljajo tudi v Sloveniji.

��������
���������	����������������������������
�����������	
�����������
��������������
majhna (<1/106� ����������� �� ��� �����!�� 	��� 	��� ���
���	� �����	
�
�� ����� �
� ��� ����
����
��
�����������������������!�������
����
��
���"�
�������
��#���"�
�������
����	��

���������
ko pride zaradi odsotnosti hlajenja do pregrevanja in taljenja jedrske sredice. V splošnem
����������� !�� ��� �����
����� ��	���
�� 	�������
�� 
��� 	� ��

���� 
����
���� ��"��� ��������
	������������$�����������	�����

�
���%&'�()*�+,- �"��
��������
�����
���./0����
�����	�
����
�� ������� 
����
���� ��"��� �������� 
�� ����
�� ������
�� ��� 	����� ����
����� �������
������������1�*��	��
�
�����
��������
�����
�����
	�����.20�

+����"��� ���
��� ��"��� �������� ��� �������� ������
��	� �������� ����
����1� ��
� ��

���� ��
talina nabere na dnu reaktorske posode, kjer se ohlaja in pri tem najeda ter raztaljuje jekleno
�������3������
�������������
����������
���	
�����	�������
����
����
	�
��
����
���	����	����

dodatno zviševanje temperature v talini.

1�����������
� ��� 	������������
������� ����
� 	���

���� ��"�������������
!������������
�	�
reaktorske posode in prodiranja taline skozi betonski temelj elektrarne [4]. Zaradi tega
��������� ������	����
� �
��� ���	����
� 	����� ���������
� �����
�	
� ���
��� �������� ����
��� 	
���������
������
�����������
�����
���������4����������
����������������#����������

���(%&'�
5676 � 
�� 	� 8�����
��� ()����
���� 569� � ��� �	���
� ����
��� �� ����
������ ���
��� ����
� �������

��
���� ���������� 
�� ���������
�
� ���������� ��� �������� ���
��� 	� �������
� �����
�� ����������
posode ter na njeno ohlajanje [5,6,7,8,9].

Talina v spodnjem plenumu se ohlaja s prevodom toplote skozi steno reaktorske posode

�����������

���	����
�	��������������������&���
��������
�
�������
��	�������������������
�
	����� ����"��
� ���
����
	��� ���
��� 	� ��

����
� ����������� ��� ��������� ������ ���������
plenuma dodatno hladiti [10,11,12,13]. Vprašanje, ki se postavlja, je: "Kakšno naj bo
zadostno hlajenje, da bo ostala reaktorska posoda cela in radioaktivne snovi varno
����"����:;

Analize so pokazale, da je hlajenje spodnjega plenuma z vodo, v primeru lahkovodnih
���������	�� �������� ��
���	
�� ��������� .5�0�� <������� �������� ����
� ������ 
�� ��������
����
��
��	�����������������������������������	
�������	�����=
�
����
��
����

��
���������	>
uparjanja na zunanji steni spodnjega plenuma, strjevanja taline in tvorbe evtektikov,
generacije toplote in naravne konvekcije v talini. Pregled problematike hlajenja spodnjega
plenuma, ki sem ga opravil v okviru magistrskega dela [15], je pokazal, da je naravna
konvekcija najpomembnejši mehanizem, ki uravnava prenos toplote v talini in odvod toplote
����
��������%������
����	���	
�����������������������	��
��
���������������
��
����
�����
naravne konvekcije v kapljevini z notranjo generacijo toplote.

V zgodnjih 70-ih letih je Kulacki s sodelavci [16,17,18] opravil pionirske raziskave na
��������� ����	��� ���	���
��� 	� �����
�
� �� ��������� �������
��� ��������� ����� ��� ���� 	
�
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	���
���
������ ������� ������
�� $�����	�� ��������� ?
� ������

���
�� �
� ��� �
�
� ����	��

��
�����
�������
�
������
�
������
�
�����	����������
��	���������������������
�	�����	��������
������	
�����
�����
��
���������
������
�������
��

Vzporedno so Jahn in Reineke [19] ter Steinberner in Reineke [20] eksperimentalno kot
��
��
����������	��
�����	������	���
���������	
�����������$����	����������	����	�����
�
�
������"�
������
�� @����	��� ������	������,�A��
���	���� !��	
��� ��� �
�� ��� �B5�5 do 3·1013 pri
Prandtlovem številu 7.

Kasneje so Mayinger in sodelavci [21], prav tako pa tudi Asfia s sodelavci [22] ter
C������
��&�
��./20�����	
�
�����"������
���	������	������	���
���������	
�����	���
���
���
�������
��� �������� 	� ���	�����
�� 	����
� 
�� ������"�
� �����
�� ���� ����	�
� 
��
�� ���� �
��
������������	����
��=�����552��<�����������
��!
����
����	���,�A��
���	����!��	
������9B5�4 do
1.1·1014 pri razmeroma ozkem intervalu Prandtlovega števila od 6 do 8. Na osnovi teh meritev
����
��������������	
�����
�
���,�A��
���	

��<�������	

�
��+�������	

�!��	
��
�

Kljub velikim eksperimentalnim naporom, pa so ostala temeljna vprašanja prenosa
toplote na steni reaktorske posode odprta. Potrebno je poudariti, da je, zaradi visokih
��
�������� (D2���� � 
�� ��� ����	����� ������ ����
�� ��

��
�� 
�� =
�
����
�� ��������
� ���
��
������������
����������

�������������
������
�����������
�����
��
�������������"�����������
Snovske lastnosti taline jedrske sredice so bile raziskane in objavljene šele v zadnjih letih
(Abalin in sodelavci [24]) v okviru projekta RASPLAV. Zaradi pomanjkljivih
������

������
�� ���������	� ��� ����� 	��
��� �	�����	� (���� �����?���=������ 
�� ������	�
� .5�0 

���!�����	��
	�<�������	����!��	
���
���������
������������������

4���� ��	��!�� ��
��
���� !���
��� ����	������ ��� �
���� 	�������
� <�������	���� !��	
��� ��
potrdile vpliv Prandtlovega števila na prenos toplote na steni reaktorske posode. Tako so
��
��
���� �

����
��� +������
�	�� 
�� ������	��	� ./�0� �����
��� 
����� 	��
	� <�������	���
števila na lokalno porazdelitev Nusseltovega števila. Simulacije so bile izvedene za
Rayleighova števila od 106 do 1012���
�����
��
��	�������
��<�������	
��!��	
�� (����������7 �
)����	
�
�����������	��
	�<�������	����!��	
���
������	�������������	�������
�����	���
���
�
����	� 
�� 
����� ����� ��
�
���� 	� ��������� ���	�������
�� �
=��
���
�� ����	�� <��	� ����� ��
	��
	�<�������	����!��	
����������	�
�	�����������
�����	������������!�����
�,�A��
���	���
števila.

1���
���� 
�� -�
���
� ./�0� ���� ���	� ����� ������	���� 	��
	� <�������	���� !��	
��� ��
�
��

������������������������
�����	�
����	���
�
��%�
�	������
���
��
��
��������

����	
���� �����	
���� ��� ��� +�������	�� !��	
���� 	� ��

����� ��� ��� <�������	�� !��	
��� 	����� ��� ��2��
odvisno le od Rayleighovega števila. Pri Prandtlovem številu manjšem od 0.35 pa je
Nusseltovo število odvisno tako od Rayleighovega kot od Prandtlovega števila.

*����
� ������
� 	���� ��
��
��
�� �

����
�� ��� ������������ ����!����� �����
��� ��

	
���
��,�A��
���	
��!��	
�
���������	��
�

�����
�
��

�
����
��
��

�������
�����������

!���
��
��	������
���!����%����
�
�������������
������������	
���	������������
���"

��������
�
�
��������

����
����
������������	
�����������	�
�����
���������������������
�������4��	
��
�
�����
���
���
�� ����� ��
��
���� 
��"�� ��
���� ������� 	��
����� 
�������	��� ��������
��
��
������
�����������	��
�������������
����
������!��	
�������������
���������
����������
��������� �

����
��� �
������ ������	
��� 
�	����
� ��� �
	����� ����� ��� 
�������	��� ��������
��
��
����
��"��
�����	�����������
���!���
��
��
����
�����

����������������?����
��
�
���������������������
���!�����
��
��"�����������������
�	�
����������������

&
���
��+������
�	�./70���������	
�����������
�����	� �����������	�	���
���
��������

������	
�
�� ��
� ��
��� ���� ��� ���������
��� ��� ����
���� ��ε� 
������ 
�� ������� 
�����
,�A������	
����������
�(,�A������*������E����� ��+��������!
���������
�����
�
�����	����
���
za pogoje eksperimenta CAPO (Kymäläinen in sodelavci [28]). Opisane simulacije so bile

�	������ ��� �	������"��� �������� ��
��
���� ���
��� ��
� ,�A��
���	
�� !��	
�
�� ��� 5�6 do 1015.
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������ ��
��� ��� ��� �
��� 
���������� 	�������
� +�������	���� !��	
��� ��� 
���� 	
!��� ��
������

�������� �������
��� ��� ��� ��
��
���� ����
������� 
�������	� ����� 	���!��
	�� �����

����
�������������������������
��
����
��"��

&����������
���������������	
��*��������������	�
�./60��?���������������	������	���
��
v plasti kapljevine pri Rayleighovem številu 1.4·109 so modelirali z metodo simulacije velikih
	��
���	� (F�����G��A� *

����
��� E���� �� @���������� 	�������
� +�������	���� !��	
��� ��
pokazale dobro ujemanje z eksperimentalnimi podatki.

<�����"���� ���������� ����� �������	���� ��
���	��� �� 
����
������ ������������ ����	��
���	���
���� %�� ����
��� ��� 	��
��� ��
���
���
�� ������
�	�� �
� ��� �

����
��� ������
�
���
��
���	�
��
����

���	�������������
��������
� ��
���
������,�A������	�
���	���������
je bila v okviru doktorskega dela razvita in uporabljena metoda simulacije velikih vrtincev, ki
��
���
� ��� �����	��
� ��	��������� ���
��
��

��
�� 	��
�
�� ������ +�� ����	
� ������
�����

������ �������� ��
��
��
� ������
� ��� �
�� ����"��� ����
���� ��� 	���
� ���������
�
���
��
���	�
��
�� ��

���	�� &���"��
� ��������
� �����
� 	� �����	��� 2� ����������� ���	
�����

�����
�� 
�����	� 
�� ����	
������� �������� ������ 
��������
��� ��
� �

����
�
� ����������
�
vzgonskih tokov v kapljevini z notranjo generacijo toplote.

Za podrobno analizo procesov v talini v spodnjem plenumu reaktorske posode so bile
����	������ ��
��
���� �

����
��� ����� 	� ������
� ���� 	��
	�
� 	���
���
������ ������� ���
posledice notranje generacije toplote. Simulacije  so bile opravljene za Rayleighova števila Ra
= 106, 107, 108, 109, 1010, 1011 pri enotnem Prandtlovem številu Pr = 0.25. Višina
<�������	���� !��	
��� ��� �
��� ��������� ��� ����	
� ������

������
�� 	�������
� '���
��� 
�
������	��	�./�0�
�������������
���
�	��������
������
�������������������������"�
�������
�
Dobljeni rezultati prikazujejo dinamiko toka kapljevine in prenosa toplote na stenah
�

����
������� ��
������ <����� ������ ��������
� �
�������� ����	���	����� ��������
����
��������
����������������
��	����
�������"�����������	��������
����������������������

osrednje vprašanje predstavljenega doktorskega dela.
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2. Fizikalni model

��������	
���
�
������
����	���
��
�����
�����
��
��
�
�
����


�� ������	
� �	� �
����	� �����	�
�	� ��
� ������
� ����	��
�
�
����	� ���
���
� �� 	�����


��	�����
��	�������
����	����
�
�	�����
���������	�	�	��
�	�����

                                      ( ) 0=ρ∂+ρ∂ ijt v (1)

                              ( ) ( ) izjijiijjit gTpvvv δρ−∂+−∂=ρ∂+ρ∂ (2)

                          ( ) ( ) Iqhvchc jjjpjpt +−∂=ρ∂+ρ∂ (3)

kjer je Tji� ���
��
� �	������qj gostota toplotnega toka in I�����
	��
��
� �������
� 
������ ������	
lastnosti pa so odvisne od temperature:

( ) ( ) ( ) ( )h,hcc,h,h pp λ=λ=µ=µρ=ρ               . (4)

 �
� �	�	������ �����	
�� ������	� ����	��
�	� �	� 	����	� ����� ����� ���� 
�� �!�� �
���	��
��	������
�����	�������

������	"��	���	"�������	�
����	������
��	������������
������	�
�	�#

♦  ���������	
������
��	���
�������
,

♦  Fourierjev zakon prevoda toplote,

♦  nestisljivost kapljevine,

♦  Boussinesqova aproksimacija vzgonskih sil,

♦  linearna temperaturna odvisnost gostote ρ = ρ0(1-β0h),

♦  neodvisnost ostalih snovskih lastnosti od temperature,

♦  �����������������
��	���
���������������
�
���
������0.

(5)

$����"��
�����	����	�	����	����������
����������	"�������
��#

                                          0=∂ iiv (6)

 ( ) izijjiijjit hgvbvvv δβ+∂∂ν+∂
ρ

−=∂+∂ 00
0

1 (7)

                                     ( )
00

0

00

0

ρ
+∂∂

ρ
λ

=∂+∂
p

jj

p

jjt
c

I
h

c
hvh

(8)

kjer je ∂ib = ∂ip + ρ0gδiz��%���"
�����	�
	"�	����	���

	����	�
�"	����������	�����	��
�	���
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	����	� ����	������ ��	�	"	�	� �� ��	�"

	��
����� ���
���� ��	�� ��� ���� ����	� ��������	�	
����	"��	�������	��	�
�
�	#

♦  �����
�
������
���
�������
�� L0 (9)

♦  
���
����

���
���������������������� ν0, λ0, cp0, ρ0, β0 (10)

♦  �����������������
��	���
��������� I0 (11)

����

	�������
	��
��	�����	���������	�
�	��	�
��������
&������"���
�	��������
&���������
�
�
����
	��
��	��	�	���
�	�������	�
����	�
��	����
������	�����	��
��	
�#

♦  toplotna difuzivnost:

00

0
0

ρ
λ

=υ
pc

(12)

♦  �

�

0

2
0

000
λ

ρ=
L

ct p

(13)

♦  hitrost:

000

0

0

0
0

LcL
v

p ρ
λ

=
υ

=
(14)

♦  tlak:
2

0
2
00

2
02

000

pcL
vb

ρ
λ

=ρ=
(15)

♦  toplotni tok:

0

2
0

000000 λ
ρ==

L
cItIQ p

(16)

♦  temperatura:

0

2
0

0

00

00

00

0
0

λ
=

ρ
=

ρ
= L

I
c

tI

c

Q
h

pp

(17)

in brezdimenzijska števila:

♦  Prandtlovo število:

0

0
00

0

0

λ
ν

ρ=
υ
ν

= pcPr
(18)

♦  Rayleighovo število:

0
2
0

5
000

00

00

3
000

00

 
oz.

 

νλ
β

ρ=
νλ

β
ρ=

LIg
cRa

Lhg
cRa pp

(19)

 ���"��������	�
�����'����"�������
	��	�
	"�"
(��
����
����	����
�
�	�
��������	��)�*�	
�&���
��	�
��� ��+�� ��� ���
	��	� 
	"� ����	��
��� �
����	� ���
�
�	� ����"
� �������
&� �
�� 
�� ��	��
difuzijo.

%�������������������	"	�
&� ����� "��

����	�"

	��
��������
��� 	�������	�����
��	
��,����
����	����
�
�	������
���������	�	�	��
�	������

                                           0=∂ iiv (20)
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                          ( ) izijjiijjit hPrRavPrbvvv δ+∂∂+−∂=∂+∂ (21)

                           ( ) 1+∂∂=∂+∂ hhvh jjjjt (22)

kjer so sedaj hitrost vi, tlak b in temperatura h����	�"

	��
���	��	�
�
�	�

�������
������
���	����	��
���
����
��

-������� ������	�
��
��� ������	���	��� ����� �	� ����
������ �	�
����
� �
�	
��
��
&� 
�
toplotnih struktur, ki soobstajajo v toku. Medtem, ko lahko pri laminarnem toku pred
��	&�"�
� �� ����
���� �����	� 
����

�� ����	�� �� �	�
����
� ������
&� ���������� �
� 

���� �����
������� (�	��	���� 
�� �������� "���
��� �.	��	�� /�,0��� ��� �	� ��&��� ������� �	�
����
� ������
&
�����������������	���	
�������
�����	���	�
�����
&�����	"����1
���2�/��0���$����������
����	
��������	�������	���	��������
�����
����	�������������	�����

����	
��	�

�������

3���
�
��	� 
�� ��
	�
��	� �	&�
�	� ��� 
������� ������	���
&� ������ ��&�	������ "�

��	
��
���� ���"�	� �	�	������ ����
	�� �	� �	� �	� ��	�� ��� ����� �	�
��� ��������� ������  �

����
�
��
&� �	&�
��&� 
�� ��	������
&� ��
	�
��
&�
	��"�&� ���
��	
��
���� ���"��� ����	� �����
&
(����
��� ��
� ��
	�
��
&�
	��"�&�� �
� �	���	��� �
��	
	�	����� �� 	���
"��	
����������� ��� ��� ��

��	
��
���� ���"��� ����
��	� "
���	�
���
���	� �	&�
�	�� %���"
� 
��&����
� ����� ������	���	��
�������	����	�
�
�
��	�
���
&������	
����	
����	����	�
��	�
������������������.���
���	
����

����
	�
�	����	���������	
������
��
&��	&�
��"	��
���
�
�	�(
�
����
&��	�
�
��
�������	�	���
��	����
&� 	����� ��4���� �� �	
� ��������� �	� ��
���� ������	�� 
��	����	� �����	�	�
&� 	����� ��
obravnavo turbulentnega toka, kot ga je poleg drugih avtorjev predstavil tudi Hinze [32] .

5	���	"	� ��� ��������	�
� ������	�� �����	�	���� �	�
����	� ��	������ &
������v, tlak b in
temperaturo h�����������	�
�	����"	�
�
���������	�	�
�"	��
�������	����
��	���
���
&���

	�
&
imenovan tudi "fluktuacija":

vvv ′+= (23)

bbb ′+= (24)

hhh ′+= (25)

6	� �� 	����	� ��	����� 
��	� �7��� �
����	� ���
�
�	� �8�� 
�� �������	� 	�	��
�	� �'�� �����

�
���������	�	��	�
�
�	����4�9��
��	����	�����������	�

���"��

��	����	���	����������	�	�
&
�	�
�
�#

                                   0=∂ ii v    in   0=′∂ iiv (26)

( ) jijizijjiijjit ghvbvvv Π∂−δβ+∂∂ν+∂
ρ

−=∂+∂ 00
0

1 (27)

                          ( ) jj

p

jjjjt
c

I
hhvh Ω∂−

ρ
+∂∂υ=∂+∂

00

0
0

(28)
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kjer je Πji��

	��
��
��	�����
��Ωj vektor:

ijijji vvvv −=Π (29)

hvhv jjj −=Ω (30)

����

	������������������	��������	�	��	���
�(
���
����	��	���

0=′=′ jiij vvvv in 0=′=′ jj vhhv (31)

��&���	����
���+��
����,�������	����
�	
�����#

ijji vv ′′=Π (32)

hvii ′′=Ω (33)

$���� ��������	�� �
��	
� 	����� ��	����� 
��	� ��7��� �
����	� ���
�
�	� ��8�� 
�� �������	
energije (28) ni zaprt, saj so komponente tenzorja Πji in vektorja Ωj��	�����	��.����

���
&
��&���������"��
��	��	
��
��	����	���	������
����	����
�
�	��8��
��
����	�	������	�	�	����
�	
��8��	����	���	�������
���	����	��������Πji (34):

          

( )

ikjkjkik

jizikjkjkik

jiij

ikjjkikjiikjjkik

jikkjit

vsvs

gvv

vv'b

svsvvvvvbvb

v

′∂ν−′∂ν−

Ωδβ−∂Π−∂Π−

′∂+′∂
ρ

+






 ′ν−′ν−′′′+δ′′
ρ

+δ′′
ρ

∂−=

=Π∂+Π∂

00

0

0

00
00

22

1

22
11

(34)

:����� ��&��� 
�� 	����� ��	����� �
����	� ���
�
�	� �8��� �������	� 	�	��
�	� �'�� 
�� 
�� ����
&
�����	�	�
&����
����84�'��
��	��	
��	����	���	�������
���	����	�������Ωj :

               

hvhv

ghhvhvhvv

hvhvhvvhb

v

kjkkjk

izjkkkjk

kjkjjkikk

jkkjt

′∂′∂υ−′∂′∂ν−

δ′′β+∂′′−∂′′−






 ′∂′υ−′∂′ν−′′′+δ′′
ρ

−∂=

=Ω∂+Ω∂

00

0

00
0

1

(35)
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;�������

����
��	
������������
&�	�����&������	��������	�������"��������(�������
���%���"

�	&� ��	���� �
��	
� 	����� ��74�'�� 
�� ��!4�9�� �
� �������	�� ������ 
��	����
� 	����� ��	����
komponent tenzorja Πji in komponent vektorja Ωj�� ��
��	
���
��
��������
��
��	����
�	����

��!�� 
�� ��9�� �
� ��&��� 
��	����
� 	����	� ��	����� �����	�
�� n-tega reda produktov fluktuacij,
�	�"��� �
� �	� �� ����
� 	����
� ��&����� ��	�� ���"�����n+1 fluktuacij. To ima za posledico, da
�
��	
� ��	����
&� 	����� �
� �
���
� �������	���  �	"������	�
� �����	
� �	� �� �
�	�����
� 

	���	
<���
����
������	
<��������	������	
���.���
�����	�
�
��
���
�����"����	�	
��
�������	��
��
�
��	
� 	����� "�"����� 
�(��
��
��� �� ����� �� ���
�
� 
�"	��� ��� �����	��	� ���"����� n+1
fluktuacij.

%��������
�����
��	
��	"�����
��
���
���	���	����
&�	�����

������	�(
�
���������"�	�
ki bo opisano v naslednjem poglavju.

���������������
�
����	���
��
�����
�����
��
��
�
�
����


�� ������	���	
� �	�

�� ����� �����"���� �	�
�	� �
�	
��
��	� 
�� �������	� ��������	� �

����	�� ���� 

�� ��� ����	"
��� ��	���� �
�	�
��	� 
�� �������	� 	�	��
�	� �� ��������� �� 
����


valovnim številom ��� ��������	� �� �	��

� ������

� ��	�
��
�� $���� ��&��� �� �������
�����	�	����"
��

��������	�
�	� ���"	�

����	"	��������	������
� �������������� �����������
�	�� �
���	�� ��
� �����"�� =�	"	� ��� ���������� ������� ����
	��
&� �	�
����
� ��������� ���

�
����
��	�������	��	�

	������	�
�	#���

����
����	&�"�
�
��������	���
��	�

������

%����
���� ������
�	�
��	� 
�� �������	�	�	��
�	��"�����	��
&�"�����
����
&� ��������� ����
uporabimo enak postopek dekompozicije (23-25) kot v poglavju 2.2. Z vstavitvijo
���������	�
&��	�
�
����	����	���	�����
��	��7����
����	����
�
�	��8��
���������	�	�	��
�	��'��
�
������

������	�	��	
�"��

��	����	���	����������	�	�
&��	�
�
�#

                               0=∂ ii v    in   0=′∂ iiv (36)

( ) jijizijjiijjit ghvbvvv Π∂−δβ+∂∂ν+∂
ρ

−=∂+∂ 00
0

1 (37)

           ( ) jj

p

jjjjt
c

I
hhvh Ω∂−

ρ
+∂∂υ=∂+∂

00

0
0

(38)

�
�����
�	���
�����	��	����������������
:������ ��	����� �
�	�
��	� 	�	��
�	� �����	��	� &
�����
� K = ½�vi��vi�� ��+�� "��

��� �	

	������ ��	����� �����	�	�	� &
�����
� ��8�� ��
���

�� �� �����	�	��� &
�������� �vi� in zapis
nekoliko preuredimo:

( ) ( ) ijjijiijiziijjiijij

jjt

vvghvvvvb

KvK

∂Π+Π∂−δβ+∂∂ν+δ∂
ρ

−=

=∂+∂

00
0

1

(39)

>���
��	�
���	����	����
���+����	"���������������
�	�
��	�	�	��
�	�K ����
������
�	
��
��
&
makrostruktur toka oziroma prenos le-te na nivo mikrostruktur toka.
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5��	�������
�� 
�� 	����	� ��	����� �����	�	�	� �������	� 	�	��
�	� ��'�� 
��	��	
�� 	�����
��	������	�
�
�	�F = ½�h��h�:

( ) hh
c

hI
F

FvF

jjjj

p

jj

jjt

∂Ω+Ω∂−
ρ

+∂∂υ=

=∂+∂

00

0
0

  .

(40)

3����������	��������	������
�	�
��	�	�	��
�	������	�	�	�&
�����
���+����	"������������
��	�

��	����	����
��!,���������	�
�
�	�F na nivoju toplotnih makrostruktur toka oziroma prenos le-
te na nivo mikrostruktur toka.

?��� ��
�����	� 	������ ��+��� �	� �
�	�
���� 	�	��
��� 
�� 
������������� ��	����� ��


�����������	�� 5�	��� ������ ��� �
����� 

������������ ���	
�� 	������ ��	����� �
�	�
��	
energije fluktuacij hitrosti k = ½�v'i v'i�� �!���� @	4��� "��

�� 
�� 	����	� ��	����� ��
���	��
tenzorja  Πji ��!����	��	�j = i.

ijji

iizikik

ikikkiiikikkkt

ss

gv

svvvvvbkvk

0

0

0
0

2

2
2

11

ν−

Ωδβ+∂Π−






 ′∂ν−′′′+δ′′
ρ

∂−=∂+∂
(41)

 ��
� ��	�� ��� "	��
� �����
� 	����	� �!��� �	� ����������
� ��	��� �
� �	� ���	

���� �
����� �
�	�
��	
	�	��
�	�

���������������	����	
��
��	
���.���
�
����	��
���	��������	�����������

����
��	
�
��	"���������� 
����� �
�	�
��	� 	�	��
�	� ��� �
����� 

������������ ������ .���
� ��	�� ��	"�������
��	�����
�	�
��	�	�	��
�	����	��
&������������������
����	��
	"�	
������	��
���	����
���	�
����
�
�	�
��	� 	�	��
�	� ����"
� �������
&� �
�� ��� �
����� 

������������� ;� ������ ����� �	� �������	�
�	���
� ��	��� �
� ��	"�������� ������ �
�	�
��	� 	�	��
�	� ��� �
����� 

������������ ����� ����"

viskozne disipacije oziroma njeno pretvorbo v toploto (Pope [33]).

3�����
���	����
���	������
�	�
��	�	�	��
�	�(�������
��k��!�����	"��������	��������	����
�	�
�
�	�f = ½�h'��h'���!����.��

�������	�	��������	������������	�	�	��
�	��'����
���

���
temperaturo h���������������	�

��
���"���	��"��	�	
��	�������!,��

hh

h

hh
c

hhvfvf

kk

jk

k

p

kkkkt

′∂′∂υ−

∂Ω−













′′∂

ρ
λ

−′′′∂−=∂+∂

0

00

0

22

1 (42)

 �"�����������
�	����
���	������
�	�
��	�	�	��
�	�(�������
��k��!����	���"
��	"������
���	����
"	��
������
�	����	��!��� � ����������
���	����
��	����	

�����
������	�
�
�	� f v sistemu. Drugi
��	��������	����������

����
��	
����	"����������	�����������	�	�	��
�	����	��
&��������������
���
����	�
���	�	��������
��	�	
����	�����	����
��!,���;�������������	��������	���	���
���	����

predstavlja ponor na nivoju mikrostruktur toka zaradi molekularne difuzije temperaturnih
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fluktuacij.
�� �	
� ��������� ��
������� "	��
���
�
��� (
�
����
&� �	�
�
�� ��� �
��� �����	�	�
&

vrednosti in fluktuacij bi lahko razširili na poljubno število nivojev. Tako bi podrobneje
���	
����
� �����"�
� ��	���� 	�	��
�	� 
�� �	��
&� ��������� ����� ��� 
����	�� ���� ��� �
� �
��� 
�
�������	�������
�����	�������������%���"
��	����	�
���
�����	�
�
��	�
�
���

	�����
	�
�
���
modele, ki upoštevajo pretok energije le med dvema kaskadama.

2.4 Skala gibanja kapljevine in turbulenca

Velikost najmanjših skal oziroma mikroskal toka kapljevine in z njimi povezanega
prenosa toplote je ena od osnovnih informacij o dinamiki toka. To je velikost skale disipacije
(
�
����
&��	�
�
���&
�����
���	
�	�����	������"
�"	��������"
(��
���
&����������%���������
�	�
����
��	������
���
	�
��	��

����
�	�
�������
�
�

�������	�
�"	�
���
&��	�
�
���	��	���
�����
	���	��� �	�
�����	��� �	"�� ���� 
	"
�	���� ���"����� 
	"� "�	
�� �������

�� �����
��� �
��

	���� "�� �	��� ��
�	�
��� �
� 
����	� 
�����
�
� ����"
� ��������
��
&� �
	�
�	��� �	� ����	���� �
"	��
���
�
��� (
�
����
&� �	�
�
�� ���4�9�� ���	���
� �	�
����� ����� �

��
���
&� (
�
����
&� �����
"�"���	���	�	������"�
	��
�
���	
�
�
��


�
�"	�
������	&���

	�
&��	����������	��	�
����



�������� ����� �����	�
�	� 
�� ��	����� ������	� �"���
���� ��� ���	���� �

����
��� ���������
sistema.

V primeru naravne konvekcije v kapljevini z notranjo generacijo toplote sem mikroskale
&
�����
�
���	
�	�����	�"����
����������������
�����	���
����3����
�/�!��90��?������	���������
��
� �	�� ����
�
� ��&��� ���
	
�� 	������ ��	����� �
�	�
��	� 	�	��
�	� (�������
�� k (41), ki se za
&�
��	�
�����
�����
����
��
������A
��	�/�70������
��#

ijjiikikiiz ssvg 00 2ν−∂Π−=Ωδβ− (43)

��
� �	
	�� �	� ��� �	�
� �����
� 	����	� 
����� ������	��	� ����"
� �������
&� �
��PB, na desni strani
	����	� ��� 
����� ������	��	� ����"
� ���
��
&� �
�� 
�� "
�
���
��� ������	��	� ����"
� �
��������
�
 �"������	�	�����������	�����	�
�	�f �!�������
��#

hhh kkjk ′∂′∂υ=∂Ω− 0
(44)
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( ) ( )
2

2

0

0

3

�

v

L

v
~PB

′
ν+

′ (45)

( ) ( )
2

2

0

0

2

h

h
~

L

h
v

�

′
υ

′′
(46)

kjer je � Taylorjeva skala fluktuacij hitrosti in �h Taylorjeva skala fluktuacij temperature.
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	����� ��
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� ��	&� 
��	�����
&� ����� 	���
�
� �!8��� ���� ��� �	�
�����	
����
�	��	��
	
��	���
�����
���	�
�

���������
����	����
�
�	�
���������	�	�	��
�	�

�� ~h (47)

C�� �
�����	� 	����	� �	
�	������
&� (�������
�� �!7�� ��&��� 
����

�� �	�
����� ������	���
&
fluktuacij hitrosti v'�
���������������

�����
�������	������������	���	��
�	�
��	�	�	��
�	��!9��
C�������"����	�	�	����	��	�
����	�
�������
�
�

����������	
�	�����	��h�������
�����	�	�����
(48).

( )00

2
0

2
06 ν+υ
υ

B

h
P

L
~�

(48)

 ����	����
� ���"����	�����	�
�����'��
����	��	"
��
�"��
�	�������!'������	"�������
��#

6161
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0 1
1



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
 +









 νυ
PrP

L~
B

h�

(49)

Na osnovi dimenzijske analize nadomestimo krajevni skali �h in L0 z enotno skalo ηh . Na ta
���
���	�
������!+������
������������������?��
������������������
�����#

4141

0
2
0 1

1





 +









 νυ
η

PrP
~

B

h

(50)

Za odstranitev PB�
��
�������9,���	�����	����
�����������	��	�����"
��������
����
�
�����
����
(�������
��&
�����
�
���	
�	�����	��������
�����	�	�������!��#

hvg~gP iizB ′′βΩδβ−= 00 (51)

 �
��

���	"����	��	�
�����(�������
��&
�����
�v' in temperature h'.
Za izotropni turbulentni tok velja, da je velikost fluktuacije hitrosti:

h

~v
η
υ′ 0 (52)

Velikost fluktuacije temperature h' dobimo iz predpostavke, da je difuzijski prenos toplote na
razdalji toplotne skale Kolmogorova ηh enak izvoru toplotne energije zaradi notranje
generacije toplote v volumnu L3. Tako lahko zapišemo:

3
00

2
00 LI~L

h

hη
′

λ (53)
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in izpostavimo velikost fluktuacije temperature h':

0
0

0 I
L

~h h

λ
η′

(54)

Po vstavitvi  izrazov (53) in (54) v izraz za izvor turbulence zaradi vzgona PB  (51) dobimo:






 νυ






λ

η






η
υ

β
4

0
2
0

0
0

00
0

L
Ra~I

L
g~P h

h
B

(55)

in z vstavitvijo le-tega v izraz za toplotno skalo Kolmogorova (50):

41

0

1





 +η

RaPr

Pr
L~h

(56)

?
�	
��
���� ������ ����� �����	�
�	� ��� "����

�� �� ��
����� 
������ �98�� �� ���	�	��
vstavimo izraz za izvor turbulence zaradi vzgona PB  (55).

41
3
0










 ν
η

BP
~

(57)

5��������
��"��

�#

412

0 





η

Ra

Pr
L~

(58)
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� �97�� 
�� �9'�� ��"������ ���
������ �	�
����� �������
&� 
�� �
�	
��
��
&� ��������� �
turbulentnem toku kapljevine. Enake velikosti je tudi debelina toplotne difuzijske plasti ob
izotermnih stenah, kjer  kapljevina izmenjuje toplotno energijo z okolico, in debelina
�
�����	������
���	������	�
��
��"����

2.5 Metoda simulacije velikih vrtincev

-
	�	�	���������
��	������
�	�	���
�����
�	������������������
������
�	�
�������"
�	���	
�
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�	� ������	���	��� ����� ��	�� ������	� �����	�	�
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&� 
�"	���� ��
�����	�������"������(�������
����	�����&���8��
����'���%���"
��	����	��	��
�������	�����"���
�

za uporabo ene izmed metod modeliranja turbulence. Izbral sem metodo simulacije velikih
vrtincev (Large Eddy Simulation Method), ki jo je bilo potrebno za obravnavani problem
spremeniti in dopolniti. V tem poglavju sta podana razvoj in opis metode simulacije velikih
vrtincev uporabljene za modeliranje turbulentne naravne konvekcije v kapljevini z notranjo
generacijo toplote.

%�� ����
	����	� 
	��"	� �	� ����	���� �����	�� ������
�
� ������	�� �����	�	���� ��
��
�
(
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������� �	
��� �
�� �	� ��
� ���
��� 	����� ��	����� �����	�	�
&� �	�
�
�� ��74�'�� 
�� 	����
prenosa komponent tenzorja  Πji ter vektorja Ωj� �� ��������� ���� 
����
�
�� ?��� �	� �
��� �	
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )τ′+τ=τ⇒−τ=τ ∫
+∞

∞−

,rh,rh,rhdtt,rhtG,rh            
(59)


��
	��"���

����
�	��	�
�
&����
��	��������	��

�(
���
����	
���
��
�������	�	��	
�#

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t,Rht,Rht,Rhdrt,rhrRGt,Rh res           +=⇒−= ∫
+∞

∞−

(60)

 �
��	
�
������
�
��
�
������������	�����������	��	���(
������	����
�#

( ) ( ) 1    == ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

drrGdttG
(61)

Iz zgodovinskih razlogov se je ustalila praksa, da se za Reynoldsov pristop uporablja izraz
<�����	�	��	<����
�
	��"
��

����
�	��	�
�
&����
��	�����
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����	� ��	����� ������
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��	����
�	�(
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�����������	���
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���������	������	
�������������
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	�
velja med filtri v obeh prostorih naslednja povezava:

( ) ( ) ( ) ( )∫∫
+∞

∞−

κ
+∞

∞−

κ =κΓ=κΓ drerGdtetG riti         oz.      
(62)

( ) ( ) ( ) ( )   
2

1
    oz.      

2

1   ∫∫
+∞

∞−

κ−
+∞

∞−

κ− κκΓ
π

=κκΓ
π

= derGdetG riti
(63)
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��	� ���
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dimenziji:
 

♦  <����&��<�(
��	���)	*���"������
�������������

������	�	��	
�

( )






∆>−τ

∆≤−τ∆
=−τ

tt

ttt
tG

   ,       0

   ,21
          in        ( ) ( )

( )t
t

∆κ
∆κ=κΓ

2 

2 sin (64)

♦  "top hat" filter (Reynoldsov pristop s krajevnim filtriranjem)

( )






∆>−

∆≤−∆
=−

rrR

rrRr
rRG

   ,        0

   ,21
      in       ( ) ( )

( )r

r

∆κ
∆κ=κΓ

2 

2 sin (65)
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♦  Gaussov filter

( ) ( )( ) ( )
( ) 











∆
−−∆π=−

2

2
2 6

  6
r

rR
exprrRG       in         ( ) 




 ∆κ−=κΓ
6

 22 r
exp

(66)

♦  "cut-off" filter

( ) ( )( )
( )( )rR

rR
xRG

−π
−π=− sin

        in         ( )






∆π>κ

∆π≤κ
=κΓ

r

r

�����

������

,0

,1 (67)

D	"�	
������	�����

	���)	*���"���	�����
��������������

�(
����
����������� �	� <����&��<
filter, pa se v primeru metode simulacije velikih vrtincev enakovredno uporabljajo vsi trije
filtri (Abbott in Basco [39]).

Nadalje za zgoraj navedene filtre veljajo �	���	�	� ��	�
(
��	� ��������
�� $���� ��
)	*���"�������������(
���
����	��������A
��	�/��0�����	"��	���������
#

hddh =

hhhhhh =+=+= ``   

212121 hhhhhh ==

0 ``` === hhhhhh

( ) ( ) `
2

`
121

`
22

`
1121 hhhhhhhhhh +=+++=

������

22112211 hChChChC +=+ ��

(68)

ki v splošnem ne veljajo v primeru krajevnega filtriranja. Za vse tri oblike krajevnega
filtriranja (65), (66) in (67) veljajo le naslednje lastnosti :

( ) ( )rGrG =−

( ) ∞→→ r  ko  0,rG ( ) 0 vsak zadolocen   vedno    je da   tako, ≥∫
+∞

∞−

ndrrrG n

22112211   hChChChC +=+

(69)

za “top-hat” filter pa poleg linearnosti operatorja filtriranja (69) še :

( ) ( )hddh  = (70)
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�
	"��	�����Madabhushi
inVanka [40]).

( ) ( )∏=ω
ir

irGG .
(71)
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Pri modeliranju problema turbulentne naravne konvekcije sem za osnovo izbral model
simulacije velikih vrtincev s "top hat" filtrom (65). Po izvedbi postopka filtriranja dobijo
	����	� ��	����� ��	�"

	��
���	� 
��	� ��,��� �
����	� ���
�
�	� ����� 
�� �������	� 	�	��
�	� ����
naslednjo obliko:

0=∂ iiv ���
��������	"
����� 0=∂ res
iiv (72)

( ) jijizijjiijjit hPrRavPrbvvv Π∂−δ+∂∂+−∂=∂+∂ . (73)

( ) jjjjjjt hhvh Ω∂−+∂∂=∂+∂ 1   . (74)

kjer je Πji �
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� ����	��
���	��� ��	��� 	����	
��	������
����	����
�
�	��������	��(
���
���
����"�����	�
�
���
�	�������"�����(
���
���
&��	�
�
�#

ijijji vvvv −=Π        oz.     res
i

res
ji

res
j

res
ijijijji vvvvvvvvvv +++−=Π   (75)

Analogno je Ωj��	�������
�������	�����"
��	�
�	������
�����	��
���	�����	���	����	���	����
toplotne energije (22) :

hvhv jjj −=Ω        oz.     resres
j

res
j

res
jjjj hvhvhvhvhv +++−=Ω   (76)
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viskoznosti νt.

Korelacijski tenzor ostankov hitrosti Πji deluje podobno kot napetostni tenzor, kjer je
laminarna viskoznost ν0� ��"�
	��	��� �� ������	����� �
����������� νt. Zaradi zadovoljitve
	����	��&���
��	�
��	��	�����	�������
���
�#

jitkkjiji Sν−=Πδ−Π 2 
3

1 (77)

kjer je Sji� �	����� "	(��
��
���
&� �����	�	�
&� &
�����
�� :����� �������
�� �� ��

	��� 	����	
prenosa toplotne energije (74), kjer deluje vektor ostankov hitrosti in temperature Ωj kot
�������� "
(��
���	��� �������	��� ������ �
� ��� �	� 
����	� ������


���
� �� ��	������ ������	���	
toplotne difuzivnosti :

hjtj ∂υ−=Ω  (78)

Z vstavitvijo modelskih nastavkov za komponente tenzorja Πji in vektorja Ωj���	����
���	����
�
����	����
�
�	��8���
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���
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������	�
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zapišemo :

0=∂ iiv (79)

( ) ( )jitjizijjiijjit ShPrRavPrvvv ν∂+δ+∂∂+Φ∂
ρ

−=∂+∂ 2
1

0

.
(80)

( ) ( )hhhvh jtjjjjjt ∂υ∂++∂∂=∂+∂ 1 (81)

��
��	
	���	���Φ sedaj zajeta še sled tenzorja Πji:

kkjib Πδρ+=Φ 0
3

1 (82)

Iz eksperimentalnih spoznanj, ki jih je opisal Hinze [41], sledi, da je turbulentna
viskoznost izotropne turbulence primerljiva s turbulentno toplotno difuzivnostjo za celotni
turbulentni spekter, njun odnos pa je blizu linearne odvisnosti:

ttt Prν=υ (83)

kjer je Prt� 	
�
�
���� 
������� ������	�����  ���"������ ��	�
����  ����	
� �	� �	"��� ����
� ��
modeliranje turbulentne viskoznosti νt� 
�� "����
�	�� 	
�
�
��	� ��������	� Prt. Enako
poenostavitev odvisnosti turbulentne viskoznosti in turbulentne toplotne difuzivnosti je
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�"���
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&��:
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��@
��*�/!�0��E���
�����
����"	����

[44]). Z modelom (83) se prav tako izognemo dodatnemu modeliranju turbulentne toplotne
difuzivnosti υt.

Osnova modela simulacije velikih vrtincev je predpostavka, da je turbulentna viskoznost
νt� �"�
���� �"� ���
����	� ������	� "���
�	�� �
� �	� �	� ���	��� �� (
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velikosti viskozne disipacije ε�� �
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3134 //
t ~ ε∆ν (84)
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najmanjše strukture kapljevine, ki so izotropne in homogene v prostoru, potem lahko trdimo,
"���	�����	
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�������"
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�	�
��	�	�	��
�	�ε enaka njenemu izvoru.
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iizikik PrRav Ωδ+∂Π−=ε (85)
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Z vstavitvijo izraza (84) in z upoštevanjem modelskih nastavkov za komponente tenzorja Πji

(77) in vektorja Ωj (78) ter definicije turbulentnega Prandtlovega števila Prt (83) dobimo
naslednji izraz za turbulentno viskoznost :

21
2  2

/

izj
t

ijjit h
Pr

PrRa
SS 





δ∂−=ν �

(86)
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turbulentne viskoznosti νt (86) in turbulentne toplotne difuzivnosti υt (83) odvisna od dveh
	
�
�
����"������
�
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���	���Cs, ki lahko zajema vrednosti od 0.01-
0.2 (Deardorff [46]) in konstante turbulentnega Prandtlovega števila Prt katerega vrednosti se
gibljejo od 1/3-1/2 (Nieuwstadt [47]). Konkretna izbira vrednosti konstant Cs in Prt za, v
okviru doktorskega dela, opravljene simulacije je opisana v 3. in 4. poglavju.

Opisani model turbulence ima tudi svoje pomanjkljivosti. Ker lahko zavzame izraz v
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vrednost turbulentne viskoznosti, ga je potrebno administrativno omejiti:
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turbulentna viskoznost, ki je dodana simuliranemu sistemu, zanemarljiva, pa so gradienti
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okolico. Prikazani model turbulence je zato potrebno dopolniti z vpeljavo stenskih funkcij, ki
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�
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��������	�������	���	��
��������
�νt in turbulentne toplotne difuzivnosti υt.

Stenske funkcije v definicijo turbulentne viskoznosti (86) vpeljejo odvisnost od
oddaljenosti stene. Tako sem v prikazanem modelu uporabil stenske funkcije, ki so jih za tok
kapljevine v kanalu predlagali Piomelli [48] in Madabhushi in sodelavci [40]. Izraz (87) dobi
sedaj obliko :
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(89)

kjer sta CvD Van Driestova konstanta (=26) in r+ brezdimenzijska oddaljenost od stene.
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 Predstavljeni model turbulence zaduši celotni spekter struktur toka, ki so manjše kot
uporabljeni krajevni filter  ∆ in ne dovoljuje povratnega pretoka energije z manjših struktur na
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izboljšavo Eidsonove [42] formulacije turbulentne viskoznosti. Ker so njihove predpostavke o
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�	� k ostanka hitrosti (41), opisano inovacijo
odklanjam in je nisem uporabil v predstavljenih simulacijah.
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v ostalih dveh omenjenih geometrijah. Primerjave Nourgalieva in sodelavcev [25] in Horvata
in Kljenaka [53] so prav tako pokazale, da so najvišje vrednosti Nusseltovega števila lokalno
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dokazujejo tudi primerjave rezultatov z drugimi avtorji v 3. poglavju.

Model turbulentne viskoznosti νt (88) in turbulentne toplotne difuzivnosti υt (83), ki je
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enaka h = 0.
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cirkulacijski vzorec toka v kapljevini in doda toplotne obremenitve zgornje stene vertikalnim
stenam.
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kjer je faktor ϕ definiran kot razmerje med najmanjšo velikostjo struktur toka in dimenzijo
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�������27"�

����������������
�����	��	���	������!.9!6#�������	��������	������������L2 prevedemo v
diskretno obliko v prostoru l1� ������ ��� �������	�� ��
���	�� �	���������� ��� �������
����

��	�	�����
��	���M, U in V��:���
�����	������!.9!6#�������	�������

��	����	�	����
���	��	
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���
���
��������
���4

                    ( ) 0=γ∑
= Z,V,J,Sb

bv (98)

 
( ) ( ) ( ) ( )∑∑∑∑

====

γ+γ+γΦ−=γ+ω∂
Z,V,J,Sb

btDf
Z,V,J,Sb

bDf
Z,Vb

b
Z,V,J,Sb

bKnUxt FFFv    
(99)

 
( ) ( ) ( ) ( )∑∑∑∑

====

γ+ω+γ+γΦ−=γ+ω∂
Z,V,J,Sb

btDfV
Z,V,J,Sb

bDf
J,Sb

b
Z,V,J,Sb

bKnVyt FhPrRaFFv    
(100)

 
( ) ( ) ( )∑∑∑

===

γ+ω+γ=γ+ω∂
Z,V,J,Sb

btDfM
Z,V,J,Sb

bDf
Z,V,J,Sb

bKnMt FFFh   
(101)

kjer je γ������������	�����������
��������	�	������
��	��M, U in V definiran kot γb = nb∆. Z
F������	���	����������������������������	������	����γ���	����������	���
��������������������4
konvekcijsko gostoto toka (Kn), difuzijsko gostoto toka (Df) in turbulentno difuzijsko gostoto
toka (tDf). Indeks b����	�������!*9(7(#������	����	���
�������	���:#��
��	���;#�������	���&#
�	������	���5#�����	����������	������	�	������
��	��

Diskretizacija konvekcijskih gostot toka FKn� 
�� ��
�� �� �������� �	���� ���	���� ����
	�

��
���	�� �!!�(77#� ������	�� ��� ��	���
	�9��������	�� ������� ���� ��� �������
�� ������

��	�����
���������������������
	����
���	��	�������	�����	����	�	������
��	��V :

( ) ( ) ( )y,xvy,xvF yxZbKn == (102)

<������	����� �����
����	�����
������������ ����� �	��������	���� ���
��	�� �	����
�� �(7(#

diskretizirane po shemi visoke resolucije, ko jo je definiral LeVeque [61]. Shema visoke
resolucije je bila pri simulaciji temperaturnega polja nujna zaradi velikih gradientov, ki se
��
��

�
����������
���
���$�	��	�����
�����	������	��������
�������	���
���������	�������

�	�������=�+9>�	���''�����������������������������
����	�����
�����������������	�������	�

���	����	�	������
��	��M:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) WendroffLax,ZbKnZbpriveterna,ZbKnZbZbKn FFF −===== ϕ+ϕ−= 1 (103)

���� ������ 
�� �� ϕ� ��	���	� ���
�
	��� �
������#�� ��� �� �������� ��
����� ������	���� �����������

���	�-��������	���	�����
�����������������	���������	�������������������	������������	������

na shemo Lax-Wendroff. Privetrna diskretizacijska shema gostote toka je nadalje podana z
�	������(7.#�4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1111 y,xhy,xvy,xhy,xvF xxxxpriveterna,ZbKn ∆++∆−= −+
=

(104)

����������������	�����
�������������vx
+

  in vx
- :

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )11
2

1
111

2

1
1 y,xvy,xvy,xv,y,xvy,xvy,xv xxxxxx −=+= −+ (105)
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�	�����������������������=�+9>�	���''����	������(72#4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) 
















∂+
∂

∆−== 11

11

2

1
11

y,xhy,xv

y,xhy,xv
y,xhy,xvF

yy

xx

txpriveterna,ZbKn

(106)

Pri konstrukciji sheme visoke resolucije je bil uporabljen t.i. "superbee" omejilnik, ki ga
��
����	��
��	
���	����4

[ ] [ ][ ]2min21min0max ,,,, θθ=ϕ (107)

Spremenljivka θ ima pri tem vlogo identifikatorja velikosti gradienta in je definirana kot:

( ) ( )
( ) ( )11

1111

y,xhy,xh

y,xhy,xh

x

x

−∆+
∆−−

=θ ������
��vx > 0
(108)

( ) ( )
( ) ( )11

1111

y,xhy,xh

y,xhy,xh

x

x

−∆+
−∆+

=θ ������
��vx < 0
(109)

&�	������
������	�����
���������������������������
���
��	���
�	���	�������	��������
	�

��
���	�� �!!�(77#� ������������	�� ��� �	��	�� ��	���
	�9��������	�� ������� ����� ����� ��� ��
�

��	���
	�9��������	�� ������������	�� ����� ��'���
���� �������� ����� ���	��	��� �	���� �!!9(7(#�

�������	���������((7#����	�	�-��	��������������
����'���
���������������������
	����
���	��	�

�����	�����	����	�	������
��	��V :

( ) ( ) ( )






∆

∆−−
=

=
x

xyy

ZbDf

y,xvy,xv
PrF

(110)

?�	���
	�9��������	��������
����
�������	�������
����'���
�����������	���������/

���
��������

����� 	���	�	����� ������������
�� ��'���
���� �������� ����� ��� 
�9��� 	�� ��
���� 	�� 	���	�	����� ��


��
���� ����	�� 	������ ������� ��� ������������
����� ���������� ��	�����
����� ������� ����

(102,103).
?�	���
	�9��������	��������������
��
����
��������

�	�����������������������
�������������

turbulentne difuzije. Podana sta primera za diskretizacijo gostote toka turbulentne difuzije
����
	����
���	��	�������	�����	����	�	������
��	��V :

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )










∆

∆−−
+

∆
∆−−

ν=
=

y

yxx

x

xyy
tZbtDf

y,xvy,xvy,xvy,xv
y,xF

(111)

in za diskretizacijo gostote toka turbulentne difuzije toplotne energije na zahodni steni
��	�	������
��	��M :

( ) ( ) ( ) ( )






∆

∆−−
υ=

=
x

x
tZbtDf

y,xhy,xh
y,xF

(112)
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5������ ���
��	�� �	� �����	�� �����	����� �����
�	�	�� ������	����� νt in turbulentne toplotne
difuzivnost υt�������������	������	�-�������	��������������
���
��	�	�@��	�������

���	��

3.3 Stabilnostna analiza diskretizacijskih shem

:����
	�� �����	�� �	�������
�� �	���� ���	���� ����
	�� ��
���	�� �!!�(77#� �	� ���
��	�

�	����
�� �(7(#� 
�������������������� 
������
������
��������	����
������� �����	�����������∆t.
=�9���
����
���
���	�	����	���������
	���	�������
���������
��������&�	�<����		�����	�
���

������

�	��� ��	�����
���9��'���
����� 	������	��� ������ &�
�������	�� �
�	��� ���� 	���� �
�	

����	���� ��
��� ������� 
�	���	����� 	�� �����
	���� �����	�� �	�������
�� 	�� ��
���
��� ������	�
-�

potek Von Neumannove analize so podali Hindmarsh in sodelavci [62].
5�� ��	���
	�9��������	�� ������ ������������
�� ��	�����
����� �(7)#� �	� ��'���
����� �((7#

�������������	�������	��������
	����
���	���!!�(77#�������
��������

�	��	��
��	
�������
	���	�

pogoja:

                                   
( ) 50

11
2

22
.Pr

yx

tt ≤






















∆
+

∆
ν+∆

(113)

                                    ( ) ( ) 1
22

≤











ν+

+
ν+

∆
t

y

t

x
t Pr

v

Pr

v (114)

Stabilnostni pogoj (113) omejuje vpliv difuzije, stabilnostni pogoj (114) pa razmerje med
��	�����
���	���'���
�����	��������	����������

Ker je shema visoke resolucije, ki je bila uporabljena za diskretizacijo konvekcijskih
�������������(7%#��	��������	�������
��	���	����
���(7(#�������

�	������������	���������(7.#

�	�������=�+9>�	���''��(72#��
����
��������	�������
	���	������
����
����������������������

shem. Tako sta bila za privetrno diskretizacijo konvekcijskih gostot toka (103) in centralno-
��������	��������������
����'���
������������������((7#�����

�	���������
�4

                                 
( ) 50

11
2

22
.Pr

vv

yx

t
y

y

x

x
t ≤























∆
+

∆
υ++

∆
+

∆
∆

(115)

                                 ( ) ( )
1

22

≤












υ++∆
+

υ++∆
∆

tyy

y

txx

x
t

Prv

v

Prv

v (116)

za diskretizacijsko shemo Lax-Wendroff konvekcijskih gostot toka (106) in centralno-
��������	��������������
����'���
������������������((7#����
����
�����������
������
��	��
��	
�

kriterij:

                             
( ) 50
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2

222

2

2

2

.Pr
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yx
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y

y

x

x
t ≤























∆
+

∆
υ++∆











∆
+

∆
∆

(117)
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/��� ��� �����	�� ������ ∆t v stabilnostnem pogoju (117) ne da izraziti eksplicitno, je bil
������

�	������	�����������
-	
����n-1 iteracijskega cikla. Da bi dobili najkonservativnejšo
��
������ �����	���� ������� ∆t�� ��� ��
�� ��� ���������	�� �����

�� ∆x in ∆y �����	�� 	�
	��
�

����	�����	����������	�	� 	������	��������

,	���������
	���	�����
����������	�����������∆t (113-117) so bile izpeljane za vse 3
���	��	���	������!!9(7(#��8��������������������
���	��������	��������	��������
	����
���	���

x in y��������!!�(77#�����
��������	�����������������
	���	���	�
�����	��������	�������
��	�

energije (101) nadomestiti brezdimenzijsko viskoznost (Prandtlovo število) z brezdimenzijsko
toplotno difuzivnostjo (vrednost 1), turbulentno viskoznost νt pa s turbulentno toplotno
difuzivnostjo υt.

8��� 	������	���� ����
���
���� ��� ��
�� �����
	���	�� �������
�� �(7%9(76#� ������	�	�� ���

������� �������
����� ���
��� �����	�� ������ ∆t uporabljen za integracijo v trenutnem
iteracijskem ciklu pa je moral zadostiti vsem 5 stabilnostnim pogojem.


��	�������	��
� ������

&� ��

�� ��� ���� �����
-�� �����	�� �	�������
�� ���	��	��� �	���� �!!9(7(#� �	� �������	�

������

����� �����
	���	�������
�������	��������
��
��%�%�� 
�� ��
�� �����	�� �	�������
�� �	���

�!!9(7(#�������	����������	
����

<�
���
� 
�� ��
�� ������	�	�� ���������� ����� �����	�	�� ��������� vx in vy zaradi
��	�����
������
��	����	���
�������	����
�	�������	������	
����,�
��
���������4

              ( ) ( ) ( ) ( ) 





γΦ−γ−

ω
∆

+= ∑∑
==

+

Z,Vb
b

n

Z,V,J,Sb
b

n
Kn

U

tn
x

n
x Fy,xvy,xv  11

(118)

             ( ) ( ) ( ) ( ) 





γΦ−γ−ω

ω
∆

+= ∑∑
==

+

J,Sb
b

n

Z,V,J,Sb
b

n
KnV

n

V

tn
y

n
y FhPrRay,xvy,xv  11

(119)

Enak postopek je bil uporabljen tudi za spremembo temperature h����	��������	�������
��	�
energije (101):

( ) ( ) ( ) 





γ−ω

ω
∆

+= ∑
=

+

Z,V,J,Sb
b

n
KnM

M

tnn Fy,xhy,xh 1111
(120)

���� ����
���
��� 
����
�������	��� ��� ��'���
���� �
�	��� -�� ������
� ��� 	�
�	���	���� �
�	��

�����
�	�	�� ��'���
��� 	�
��

� ���
�
�
�� ��
������ �����	���� ������� ∆t in s tem hitrost
simulacije. Tako je bila za zagotovitev stabilnosti nujna uporaba implicitne sheme. Druga
����	
�� �����	�� �	�������
�� �	���� ���	���� ����
	�� ��
���	�� �!!�(77#� 
�� ��
�� ����� ������	�� �

pol-implicitno metodo Cranck-Nicholson, ki ima naslednjo obliko:
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<���	���	���	�
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��������	������������	
�������	���	�������
������	��������	�������
��	�

energije (101):
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kjer je hn+1
��������	��������������������	�����n+(������	������������������
���������������

pridobitev vrednosti vx
n++, vy

n++ in hn+1  je bil izveden z Gauss-Seidlovo relaksacijsko
metodo, ki jo je podrobno opisal Hirsch [63]. Uporaba predstavljene pol-implicitne sheme je
�������
��������	
�������	�����������∆t��������	����������
	����������	�� �	�������
���3���


�� ��
� ������

�	� �����	�� ������ ∆t�  � ����� ���
�� ��� �����	���� �������� ��� ��� ��� 	�������
�

stabilnostni pogoji konvekcijsko-difuzijskih eksplicitnih shem (113-117).
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����������������	����
���

n
i

n
jji rhsdA =Φ (127)

���� ���� ���� ���-����
��� ��� 
����� ����	���� �	� �������	�	�� ��	�	��� ��
��	��� ����-���� �

���������	���� �����

���� 	������	�� ������� 3���� ��� ��	�	�� ��
���	�M� �� ���������	��

prostoru veljajo naslednje odvisnosti:

                                                        ( ) ( )
( ) ( )

( ) yxM

x

y

xSN

yWE

y,x

i,jxi,jx

i,jyi,jy

∆∆=ω
−+=∆

−+=∆
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∆=γ−=γ
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1

1

(128)

�����	�	����
���	�U:
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�	������	�	����
���	�V:
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(130)

B��

�	���	����� �()2#� 
���
�����	���� ������ ������������� ������
��	��������	
�
�� ������

	����������	�	����� 	������	�� ������� 0�-����� ��� �	������ ��� 
�� ��������� �
���� dΦn, je bila
������	�	�����������	�����������������
��������	�������
�������� �	�����
����� �2."��:
����.

����
����	��	������������������

�	����������������	�
��������
�	��2��������	���	������	��

���������.+.��*+*��(2+(2��%)+%)��2.+2.��	�()*+()*�����	�����������������������
����
�����

interpolacijski V-cikel ponovljen do 3 krat.
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Slika 4:��:������������
����������	���������

3��	����-�����	���	�����������������
������&9���
��
����
�����

�	����C����9:���
����������

relaksacije, ki relaksirano polje razdeli po vzorcu šahovnice. Ta postopek je pomemben, saj je

�9�������������������	
�������-��������������	���4

n
jji

n
i

n
i dArhsres Φ−= (131)

po vsaki relaksaciji gladek.
���������	������������
����dΦn in komponent hitrosti vx

n+1 , vy
n+1 (124,125) dodamo le-

������
��	������

��Φn
��	�������	�����
����������	����������n+1:

nnn dΦ+Φ=Φ +1 (132)

��������

�	�� ������� ������������ �
��	���� ��

��Φn
� �	� ������	�� 	
�������� ��������� dΦn v

������������	����������������	�
����������������
���
��������������?��������	�8�����#��	

je podrobneje opisana v [65].


�!	"��
������	���������	�����	��	�
���������	����#����	$����������� %

&�����	���������������������-���	
������
���	���������������	��	����	����	������	�

��������������������������
��	���������
�9�����������	����	������������������
�����	�����	��

diskretizacije, stabilnostjo algoritma in njegovo konvergenco. Našteti pojmi so obširno
���
���	������
��D��������22"�

0���
����� ����	�
	�-���� ����
��� ����
�� ����� ����

���� ������
�	��� ��� ��� ��������
�

konceptualne napake pri gradnji modela, in potrjeni z rezultati drugih avtorjev, da se zagotovi
��	�����	���	������	���������<�
������	�
-���
�����������������������������	
������
�����

	������	��������	�����	����	�������
��������	�������	�#��0�'���	�	�� ����
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���

�	�����	����������
���	������������������	��
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�����=��	���	�����
����

[67]), pri tem pa znani in sprejeti v širokem krogu strokovne javnosti.
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��������� ��	�
����� 
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�� ������
����� �
����	�
� �
�����
������ 
���
������ ������ �
�

��
����
���������	�
��������
��
�	��������	
�����	�
������
��
�	����������
��
�����
�
rešitev standardnega problema, potem smemo ta program uporabiti za reševanje podobnih
problemov, katerih rešitve še niso vnaprej znane (Leong in sodelavci [68]).

3.5.1 Tok v kotanji

������
���� �
����	�� ��� ���������
�� ����
�� ��� ���
���
��� ���
���� ������ ��� ��� �����
�
rešitve stacionarne. Tako so Freitas [69] in Rodi in sodelavci [70] za prisilno konvekcijo
���������
�����������������
��������������������
�����
����	��

♦  tok v horizontalni mejni plasti,
♦  tok v kanalu,
♦  tok v kotanji,
♦  �����������	��
��
���
����������

♦  obtekanje telesa.

Primer gnanega toka v kotanji, kot ga prikazuje skica na sliki 5, sem izbral kot
������
�����
����	��
����������
���������������
�������	�
��������	��� ���	��
�	�
��������
��
�����
�	��������������
�������������
��������������������
����������������������������

Slika 5: ��	������������	������
����������
�������
���������
���������!�!�

"�� ������
���� �
�	�
� ��� ���� �������� #�� 	�����
���� �������������� 
��������
�
�
����#��������������������
����$�������������
���%&!'��(�
�����
�����������������
��������
simuliranega modela v brezdimenzijski obliki, ki se razlikuje od oblike uporabljene pri
simulaciji toka kapljevine z notranjo generacijo toplote (98-101), je potrebno fizikalni model
na kratko opisati.

)������ �
������	���� *+,� ��� �������� ��������� *&,� ���� ����� �
�
������ 
� �
����	��������
���������
����	�
������������
����������������������
��������������	���

♦  ���	��
��
�����	�������
�	������
�������	����: L0,
♦  hitrost zgornje stene: v0, in
♦  viskoznost: ν0.
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�� ��	����� ������
����� ����
���� ����� ��� ����� ����� ���������� �
����	��������� ������� �����
�
������	����*!--,���������������������
�x in v y smeri (134,135).

0=∂+∂ yyxx vv (133)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )yxtyxxtxxyyxxxxxyyxxxxt SSvv
Re

pvvvvv ν∂+ν∂+∂∂+∂∂+−∂=∂+∂+∂ 2
1 (134)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )yytyxytxyyyyxxyyyyyxxyt SSvv
Re

pvvvvv ν∂+ν∂+∂∂+∂∂+−∂=∂+∂+∂ 2
1 (135)

Pri tem ostane Reynoldsovo število 000 ν= LvRe  edini prosti parameter sistema.

.
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�
�����	�� 
�������	�� ��� ������
���� ��
��������� 
������������ νt�� .
�� ��
������� ��� ����
uporabljena konstanta Smagorinskega Cs /� 0�!�� ���� ��� �
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.
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��������
� ��
������� ��	�
������ ��
�����
� �� 
��������� $���� ��� ������
��

%&!'���#�����
�����	������
�����
����
�����vx in vy , kar je prikazano na slikah 6-11.
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Slika 6: Vertikalni profil hitrosti vx, Re = 1000, x = 0.5
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Slika 7: Horizontalni profil hitrosti vy, Re = 1000, y = 0.5
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Slika 8: Vertikalni profil hitrosti vx, Re = 3600, x = 0.5
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Slika 9: Horizontalni profil hitrosti vy, Re = 3600, y = 0.5
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Slika 10: Vertikalni profil hitrosti vx, Re = 10000, x = 0.5
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Slika 11: Horizontalni profil hitrosti vy, Re = 10000, y = 0.5

3.5.2 Tok v kotanji z vertikalno greto steno

;������<� ��� ������
��� %&1'� ��� �����
�
������
����������������
�� ������������� �
�	�
��
�
�����������������������
�����
�	�
��

♦  vertikalno mejno plast,
♦  vertikalno plast kapljevine z greto steno,
♦  horizontalno plast kapljevine z gretim dnom,
♦  tok v kotanji z vertikalno greto steno,
♦  tok v kotanji z gretim dnom, in
♦  horizontalni kolobar z greto notranjo steno.

Primer toka v kotanji z vertikalno greto steno, kot ga prikazuje skica na sliki 12, je bil
���
��������

��������
�����
����	���
�
������
��������$��������������������������������
���	
�
�	�
��
������������������������	��
���
���
�������
���
�����������	�
���"����������������
�
���������
�
�������
����
�������
�������	����	���������������������������������������

.
�
�
������ ��	�
����� ���	�� ��� ���
��
����� 
��ultatov je bilo opravljeno na osnovi
��	�
��������
�����
�9��	�������������
��
�%&-'��5�
�����������
�	�
�������
���������
�����
toplote, prehaja toplota v obravnavanem primeru skozi vertikalne stene sistema. To ima za
���������� ��
�	�	��� 
� ������� ������� �
������ ��������� ���
����� *!-=,� ��� ������� 
�����
pogojih, ki so podani na sliki 12.
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Slika 12: ��	������������	�������
�
������
�������
���������
���������!�!���
�
���������
���
steno.
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�
����	������������������
����	�
������������
����������������������
��������������	���

♦  ���	��
��
�����	�������
�	������
�������	����� L0,
♦  temperaturna razlika: h0  in
♦  
���
�����
���
������������ ν0, λ0, cp0, ρ0, β0.

�������
�������������
���������
���������������������������������
����	���������������������
�
������	����*!-+,�������������������
�x in v y smeri (137,138) ter toplotne energije (139).

0=∂+∂ yyxx vv (136)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )yxtyxxtxxyyxxxxxyyxxxxt SSvvPrpvvvvv ν∂+ν∂+∂∂+∂∂+−∂=∂+∂+∂ 2 (137)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
hPrRa

SSvvPrpvvvvv yytyxytxyyyyxxyyyyyxxyt

+

ν∂+ν∂+∂∂+∂∂+−∂=∂+∂+∂ 2 (138)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )hhhhhvhvh ytyxtxyyxxyyxxt ∂υ∂+∂υ∂+∂∂+∂∂=∂+∂+∂ (139)

Prosta parametra sistema sta Prandtlovo število (18) in Rayleighovo število (19).
>���
�� ��� �
�
�
������ ��	�
����� ���	�� ��� ���
��
����� 
��������
� ��� ����� ��	�������

opravljene za Prandtlovo število Pr = 1 in Rayleighova števila  Ra = 105, 106 in 107. V
���
����
� ���������������� ��	�
������ 
��������
� ��� ����� ��
������ ����
��� ��
������ ��� �
��

�������� ������� ��	�
������ 	
�#��� �� -12-1�� +32+3� ��� !142!14� 
�������	�� �����	��
Uporabljena konstanta Smagorinskega je bila prevzeta od Eidsona [42] in je znašala
Cs = 0.21.
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�
�����
����������
��9�:������
�	����
����Ra = 2⋅108 (Janssen in Henkes [74]). Zaradi tega je
turbulentna viskoznost νt� ����	�
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in temperature h z rezultati Rahmana in sodelavcev [73].
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Slika 13: Horizontalni profil hitrosti vy, Pr = 1, Ra = 105, y = 0.5.
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Slika 14: Horizontalni profil temperature h, Pr = 1, Ra = 105, y = 0.5.
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Slika 15: Horizontalni profil hitrosti vy, Pr = 1, Ra = 106, y = 0.5.
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Slika 16: Horizontalni profil temperature h, Pr = 1, Ra = 106, y = 0.5.
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Slika 17: Horizontalni profil hitrosti vy, Pr = 1, Ra = 107, y = 0.5.
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Slika 18: Horizontalni profil temperature h, Pr = 1, Ra = 107, y = 0.5.
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horizontalnega temperaturnega profila pri Rayleighovem številu Ra = 107. Zaradi izredno
���
���� ���	������ ��� 	������ �
������ ��� -12-1� 
��������� ����� #�� ���������� ��� ��������
reprodukcijo hitrostnega in temperaturnega polja.

3.5.3 Tok v kotanji z gretim dnom

Naravna konvekcija v kotanji z gretim dnom je bila izbrana za naslednji standardni
primer. Pogosto je ta problem poimenovan tudi Rayleigh-Bénardova konvekcija. Tako kot v
�
������	� �
�	�
��� ��� ����� ������ �������� ����� �������� ��������� 
������ ��� ��� ���������
temperaturne razlike med spodnjo in zgornjo steno. Kot prikazuje slika 19, so horizontalne
stene adiabatne.
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������� ������� �
�
���	�� 
� �
����	��������� ������� �� ���
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osnovnih skal sistema:

♦  ���	��
��
�����	�������
�	������
�������	����� L0,
♦  temperaturna razlika: h0  in
♦  
���
�����
���
������������ ν0, λ0, cp0, ρ0, β0.

@����	���������������������
������	����*!30,�������������������
�x in v y smeri (141-142)
��
� ��������� ���
����� *!3-,� ��� ��
�	����� ��� �
������ ��
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0=∂+∂ yyxx vv (140)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )yxtyxxtxxyyxxxxxyyxxxxt SSvvPrpvvvvv ν∂+ν∂+∂∂+∂∂+−∂=∂+∂+∂ 2 (141)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
hPrRa

SSvvPrpvvvvv yytyxytxyyyyxxyyyyyxxyt

+

ν∂+ν∂+∂∂+∂∂+−∂=∂+∂+∂ 2 (142)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )hhhhhvhvh ytyxtxyyxxyyxxt ∂υ∂+∂υ∂+∂∂+∂∂=∂+∂+∂ (143)

Prosta parametra sistema sta Prandtlovo število (18) in Rayleighovo število (19).
Za razliko od standardnega primera naravne konvekcije v kotanji z vertikalno greto

������� ���
� �������� �������� ��������� ��
��������� ����� �
�� 
������� 

��������� 9�:������
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števila (Ra > 2⋅108), pa v primeru Rayleigh-Bénardove konvekcije nastopi prehod v
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����������������������
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���
����
���

������
����������������5�
�����������������
toplotno razslojenega toka, so tokovni vzorci pri Rayleigh-Bénardovi konvekciji mnogo bolj
������������������
�����
������.
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��
����� 
��������
� ��� ����� ��	�������
opravljene za Prandtlovo število Pr = 0.71 in Rayleighovo število Ra = 108. Razmerje stranic
��	��������������	�����!�7�!������������
��������	������
�	�
������������	���������
�
�������
modela ali diskretizacijski napaki na videz stabilen cirkulacijski vzorec poruši in namesto
������
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znašala Cs = 0.21.
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hitrostnega in temperaturnega polja in jih ne smemo zanemariti.

Slika 20: Tokovno polje, Pr = 0.71, Ra = 108, y�/�0�7�*;������<����������
���%&1',�
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sodelavcev [72]. V njihovem primeru je bil za modeliranje turbulentne naravne konvekcije
���
����������
����������	�������
�������������������������������������
�

0
2 ε−θ−ε−k .

Na sliki 21 pa je hitrostno polje pridobljeno z modelom simulacije velikih vrtincev,
�������	�
�1�������
����5�
�����
���������������������
�����������
��������
���
��������������
Iz obeh slik je razvidno, da sta cirkulacijska vzorca enaka, sestavljena iz velikega osrednjega


������ ��� �
���	������� 

�����
� 
� ���
���	� ��
�	� ��� �������	� �����	� ������ "�� ��#�� ��
sposobnost modela simulacije velikih vrtincev, da zajame tudi manjše strukture toka in pri
tem ne spremeni njihove dinamike.

Slika 21: Tokovno polje, Pr = 0.71, Ra = 108, y = 0.5, model simulacije velikih vrtincev.

Slika 22 prikazuje vertikalni profil temperature h.� 9��������� ��
�����
� ��� ��	�
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rezultati Chuja in Goldsteina pridobljeni za naravno konvekcijo v plasti vode (Pr~7) pri
Rayleighovem številu Ra = 4⋅105�� 9��������� ��
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Uspešna uporaba modela velikih vrtincev v primeru turbulentne Rayleigh-Bénardove
konvekcije, ko je sistem blizu svoje meje stabilnosti, potrjuje pravilnost samega pristopa in
sposobnost modela za simuliranje turbulentnih vzgonskih tokov.
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Slika 22: Vertikalni profil temperature h, Pr = 0.71, Ra = 108, y = 0.5.

���������	
���
��
���
����
�����	���
���������	��	���������

.
�	�
���
�
������
�������
��������������
������
���	��
����	��
����	����������
�������
���������������1-�� ������� ���
��������������������
�����
����	���������
�������	�
��������	��
Gonilna sila gibanja kapljevine je v tem primeru vzgon, ki je posledica temperaturne razlike
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greje zaradi notranje generacije toplote, na tleh in na stropu pa se kapljevina ohlaja zaradi
izotermnih robnih pogojev.
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slika 23.
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osnovne skale sistema:

♦  ���	��
��
�����	�������
�	������
�������	����� L0,
♦  	������
���������
�������������� I0, in
♦  snovske lastnosti kapljevine: ν0, λ0, cp0, ρ0, β0.

�������
�������������
���������
���������������������������������
����	���������������������
�
������	����*!33,�������������������
�x in v y smeri (145,146) ter toplotne energije (147).

0=∂+∂ yyxx vv (144)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )yxtyxxtxxyyxxxxxyyxxxxt SSvvPrpvvvvv ν∂+ν∂+∂∂+∂∂+−∂=∂+∂+∂ 2 (145)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
hPrRa

SSvvPrpvvvvv yytyxytxyyyyxxyyyyyxxyt

+

ν∂+ν∂+∂∂+∂∂+−∂=∂+∂+∂ 2 (146)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )hhhhhvhvh ytyxtxyyxxyyxxt ∂υ∂+∂υ∂+∂∂+∂∂=∂+∂+∂ (147)

kjer sta prosta parametra sistema Prandtlovo (18) in Rayleighovo število (19).
.
�
�
��������	�
��������	��������
��
�����
��������
�������� opravljeno za Prandtlovo

število Pr = 7 in Rayleighova števila Ra = 5⋅106, 107, 108 in 109��D�
����������������
�
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����� 	
�#�� �� !+02-1� 
�������	�� �����	��� ��� ��� ����� ��� �������� ��� ���
���� 	���
��	��������������	�����������������������������������������
������
���1��.
����
��������������
uporabljena konstanta Smagorinskega Cs = 0.1, kot so predlagali Horvat in sodelavci [78].

Slika 24 prikazuje trenutno temperaturno polje v plasti kapljevine pri Prandtlovem
številu Pr = 7 in Rayleighovem številu Ra = 108. Kot je razvidno, so temperaturni gradienti
���
����������������������
������������	��������������	�������
���������
	����
������������
�
.
�� �������� 
������ �������� ��� �
���#��� ���� �������� ��� ���
�� ��� ������ �
������ �� ��	����
toplotnega prevoda. Drugi mehanizem prenosa toplote so vdori hladne kapljevine s stropa kot
posledica pojava Rayleigh-Taylorjevih nestabilnosti.
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Slika 24: Temperaturno polje h, Pr = 7.0, Ra = 108.

Rezultati simulacij in njihova primerjava z rezultati Wörnerja in sodelavcev [54,76] so
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vrednostih Rayleighovega števila Ra = 5⋅106 in 107 laminaren, pri višjih vrednostih
9�:������
���� ���
���� ��� ���� �������� ��
���������� "��� ����������� �
�
����#��� ����
��
strukture, ki se pojavijo pod vplivom vdorov hladne kapljevine z zgornje stene. Kljub temu
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( ) ( )[ ]Ω∂Ω∂ = r,tNurNu min min (150)

( ) ( )[ ]Ω∂Ω∂ = r,tNurNu max max (151)
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Nusseltovega število v grobem podeseteri med Rayleighovima številoma Ra = 106 in Ra =
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Slika 51: Razporeditev Nusseltovega števila na spodnji steni, Pr = 0.25, Ra = 106.

Pri Rayleighovem številu Ra = 106 (slike 51-53) je gibanje kapljevine popolnoma
���%�������� ��� 	�������� ���������� ���������� ����
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števila.
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Slika 52:�"�	��������
���������
�
�����
���������
�����������&�Pr = 0.25, Ra = 106.
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Slika 53: Razporeditev Nusseltovega števila na zgornji steni, Pr = 0.25, Ra = 106.

Pri Rayleighovem številu Ra = 107 (slike 54-55) še vedno ni razlik med lokalnimi
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Nusseltovega števila, kjer je prenos toplote skozi steno intenzivnejši. V spodnjih kotih
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spodnji steni, ki so ga Nourgaliev in sodelavci [25] poimenovali ν-fenomen, ni omejen le na
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elipsaste oblike.
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Slika 54: Razporeditev Nusseltovega števila na spodnji steni, Pr = 0.25, Ra = 107.
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Slika 55: Razporeditev Nusseltovega števila na vertikalni steni, Pr = 0.25, Ra = 107.



Andrej Horvat                                                                                                              Disertacija

75

Na zgornji steni (slika 56) vboklina v lokalnih porazdelitvah Nusseltovega števila razkriva
pojav vertikalnega vdora hladne kapljevine kot posledice Rayleigh-Taylorjeve nestabilnosti.
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Slika 56: Razporeditev Nusseltovega števila na zgornji steni, Pr = 0.25, Ra = 107.
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Slika 57: Razporeditev Nusseltovega števila na spodnji steni, Pr = 0.25, Ra = 108.
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najvišjih vrednosti Nusseltovega števila. Razlike med posameznimi lokalnimi porazdelitvami
��������
�
�����
�������
��������
��������������	
������������&�����
�����
��������
��������
������������������������������������������������������
�������
������������������
�
�����
��� 
Na tem mestu velja omeniti, da višje Prandtlovo število stimulira neurejenost gibanja
kapljevine, ko so pokazali Horvat in sodelavci [77].
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Slika 58: Razporeditev Nusseltovega števila na vertikalni steni, Pr = 0.25, Ra = 108.
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Slika 59: Razporeditev Nusseltovega števila na zgornji steni, Pr = 0.25, Ra = 108.
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Pri Rayleighovem številu Ra = 109 (slike 60-62) je obnašanje toka kapljevine v
��������� ����� ������%�����
�� �������� ��� 
����� ����
��� ���������� � $�� ��������� ����
simetrija lokalnih porazdelitev Nusseltovega števila na spodnji steni (slika 60).
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Slika 60: Razporeditev Nusseltovega števila na spodnji steni, Pr = 0.25, Ra = 109.
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�����������&�Pr = 0.25, Ra = 109.
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zaradi terminološke konsistentnosti samega dela.
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Slika 62: Razporeditev Nusseltovega števila na zgornji steni, Pr = 0.25, Ra = 109.

Pri Rayleighovem številu 1010 (slike 63-65) postane obnašanje toka kapljevine v
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in najvišjimi vrednostmi Nusseltovega števila. Lokalne porazdelitve najvišjih vrednosti
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odstopanja so na spodnji steni posledica nestacionarnih vrtincev povratnega toka, na zgornji
steni pa posledica Rayleigh-Taylorjevih nestabilnosti.
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Slika 63: Razporeditev Nusseltovega števila na spodnji steni, Pr = 0.25, Ra = 1010.
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Slika 64:�"�	��������
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�����������&�Pr = 0.25, Ra = 1010.
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Slika 65: Razporeditev Nusseltovega števila na zgornji steni, Pr = 0.25, Ra = 1010.

Pri Rayleighovem številu Ra = 1011 (slike 66-68) je obnašanje toka kapljevine
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Slika 66: Razporeditev Nusseltovega števila na spodnji steni, Pr = 0.25, Ra = 1011.
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Slika 67:�"�	��������
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�����������&�Pr = 0.25, Ra = 1011.
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Slika 68: Razporeditev Nusseltovega števila na zgornji steni, Pr = 0.25, Ra = 1011.
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najvišjih vrednosti Nusseltovega števila prav tako namiguje, da se funkcije porazdelitve
vrednosti Nusseltovega števila bistveno razlikujejo od funkcije Gaussove porazdelitve. Zaradi
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praksa, ne daje zadostne informacije o toplotnih obremenitvah sten (Horvat in sodelavci [80]).



Andrej Horvat                                                                                                              Disertacija

82

��������	
����
�������	���
���	
����	�
���
���	
��
�������������	�������	���

'������ ����������
�� ����� �	� ���������
�� 
� ������������ ������ ��� ��
���� �����
������0�%������ ��������������
��������	������
������
�����
���������
�����������������
�
�
števila na posameznih stenah. Le-te so definirane kot:
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stacionarnem stanju.
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Slika 69:�6���
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�������������&�Pr = 0.25, Ra = 106.
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���������� ���0����%����������������t =
0.02 tudi nastop vertikalnega vdora hladne kapljevine kot posledice Rayleigh-Taylorjevih
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zaznati kot 2. motnjo pri t = 0.06.
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Pri Rayleighovem številu Ra = 109� ������� *3�� ��	���
���� ������������� ����
��
porazdelitve vrednosti Nusseltovega števila neurejeno naravo toka kapljevine v kotanji in
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Pri Rayleighovem številu Ra = 1010��������*2�����
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zgornji steni.

Pri Rayleighovem številu Ra = 1011��������*)������������������������
��������	������

vrednosti Nusseltovega števila razkriva turbulentno dinamiko kapljevine v kotanji. Poleg
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vrednosti Nusseltovega števila tudi ob vertikalnih stenah. Prenos toplote na stenah je tako
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Primerjalne vrednosti za adiabatno zgornjo steno, kjer nestabilnosti ni opaziti, so
objavili Horvat in sodelavci [57].
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vrednosti Nusseltovega števila (153), ki so tako edina oblika rezultatov s katerimi lahko
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�
števila v odvisnosti od vrednosti Rayleighovega števila v log10-log10 diagramu. Zraven
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9	���������
�����������������������	� ��	������&������� ��������
����.���%��� � ���:��������
[16], Steinberner in Reineke [20], Nourgaliev in sodelavci [25] in Wörner in sodelavci [54]. V
������������ �	���������
��������� �������� 	� �������
�������� ��	������ �'����	���� ����������
����������	��������	�����
�
����������������%�����
���������&�����
�����������	������
&������
jih objavili Kulacki in Goldstein [16] in Wörner in sodelavci [54]. Visoka Prandtlova števila
kapljevine so drugi razlog za odstopanje vrednosti Nusseltovih števil, kot v primeru
rezultatov, ki sta jih objavila Steinberner in Reineke [20].

Zdi se, da je v strokovnih krogih splošno sprejeto, da je odvisnost Nusseltovega števila
od Rayleighovega števila linearna v log10-log10 diagramu in, da Prandtlovo število ne vpliva
��� ��
�������� 
�������� ��������
�
�� ���
���&� ���� ������� ��� � $���0������ ��� ������
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�
�
števila mnogo bolj zapleteno.
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Slika 75: Funkcijska odvisnost Nusseltovega števila od Rayleighovega števila na spodnji steni
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Ra = 106-1011 ��������
�� ���
���� ���������� �������� 	� 
�������� "�#���
��
�
�� ���
��� � '��

tako na vertikalnih stenah (slika 76) funkcijska odvisnost med Rayleighovim in Nusseltovim
���
������������������ ��������&� �������������
��%���� ��	������
������������ ����
���
�����
Rayleighovega števila.
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Slika 77: Funkcijska odvisnost Nusseltovega števila od Rayleighovega števila na zgornji steni
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Na diagramu (slika 77), ki prikazuje funkcijsko odvisnost Rayleighovega in
��������
�
�� ���
���� 	�� 	
������ �����&� ��� ��
���� ���	���� 2� ������� ��������� ��� ��%��� 

naslednjih intervalih vrednosti Rayleighovega števila: Ra = 106-107, 107-108 in 108-1011.
Znotraj posameznih intervalov so funkcijske odvisnosti Rayleighovega in Nusseltovega
���
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"�#���
�+��������
����
������������
�����
��� �������������0���%��������
�������
��������
Rayleighovega in Nusseltovega števila razkriva postopen prehod med laminarnim in
�����������������
�����������&�������������������������������������������%�����
���������
vse bolj nestacionaren in neurejen. Zanimivo je prav tako, da se standardna deviacija
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Rayleighovega števila.
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obremenitev sten reaktorske posode.
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5.  ���������

Doktorsko delo predstavlja prispevek k modeliranju turbulentne naravne konvekcije. V
delu je razširjena in preverjena metoda simulacije velikih vrtincev za primere vzgonskih tokov
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turbulence je zajet z modificirano metodo simulacije velikih vrtincev, ki temelji na modelu
 ���
�	
�����������	�������
�
�	����

�	���
�

���
����	�
��������	
�	�����
	���	�����	�!
����	���
�������
���	��
�	������
��	������

����	���
���
�	�	
��	
��
��
�
���
���	����

"���	��
��� �	�	���
�����
����� 
����
�� �

����	��� 	
� ��
������
�� 
����	�
�� ������ ��
�	�
� 	�����

� 
�� ��	�
�
	�� ���
����
	�� ����
�	�����	�
	�� ��	���	��� #�����
	� �����
� �
��

�����
��� �� ��������	� $�	�� 	
� �
��������� %&'(!� )����
�� 	
� �
��������� %&*(!� +�
���	,�� 	

sodelavcev [72] in Wörnerja in sodelavcev [76]. To potrjuje pravilnost uporabe razvitega
modela simulacije velikih vrtincev za simulacijo turbulence v vzgonskih tokovih.
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naravne konvekcije v pravokotni kotanji pri Rayleighovih številih Ra = 106-1011 in pri
Prandtlovem številu Pr = 0.25, kar ustreza razmeram v spodnjem plenumu reaktorske posode
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delu simulirane kotanje zaradi pojava Rayleigh-Taylorjevih nestabilnosti. Pri tem gibanje
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Krajevne porazdelitve Nusseltovega števila razkrivajo dinamiko prenosa toplote na stenah, ki
je posledica tokovnih vzorcev kapljevine. Tako je prenos toplote najvišji v zgornjih kotih
�	�����	������� 
��
����� �� ���	
��
��� ���	��� ��	� )�0��	��
�	�� ����	�	�� Ra = 106-107 je
�	�	
�����

����
��
����
��
��	�
������	�
����
�
�	����
	����	�
���
����������
�
�������	�����	
Rayleighovih številih Ra > 108� ��� ��� ������ �
��
��� ���
���
�� ��
�	� ��
�
�
� ���

� ���
���!
zaradi vertikalnih vdorov hladne kapljevine ob zgornji steni.
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